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1 引入

日常生活中相变现象无处不在，冰融化成水，水沸腾变成水蒸汽，因此，研究相变的动力学机制是非常

重要的一个课题。为了解释相变现象，前人们发展了许多理论，最著名的两个方法是轌轡轮轤轡轵平均场理论和重
整化理论。平均场理论用一个简单的模型解释了众多不同系统的相变现象。但平均场理论的缺陷在于，相变

临界点附近会有很大的误差。这时候就需要利用重整化理论，在相变临界点附近计算临界指数，从而描述相

变现象。不仅如此，重整化理论还告诉我们，许多不同的系统，只要他们拥有相同的临界指数，那么它们就

归入同一个普适类中。相同的普适类，意味着在临界点附近的动力学机制也是类似的，与具体物质，相互作

用形式是无关的。这一发现，大大简化了我们对相变研究的复杂度和难度。

本文主要是对本学期学习的相变相关理论进行一些总结，内容主要是根据钟凡老师的课件，并参考

了轐轡轴轨轲轩轡和轂轥轡转轥的Statistical Mechanics教材轛輱轝，以及轎轩轳轨轩轭软轲轩和轏轲轴轩轺的Elements of Phase Transitions and Critical
Phenomena教材轛輲轝。

2 相与相变

相，是指系统中物理性质和化学性质完全相同的均匀部分。相变，是指在特定条件下相的变换。以水为

例，在不同的温度和气压条件下，常见的物态有固态、液态、气态。如今我们发现水甚至存在十几种物相，

如图輱所示。

图 1
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为了对相变进行分类，若相变临界点处化学势的n− 1阶导连续，而n阶导不连续，我们称这种相变为n级

相变。当n = 1时，为一级相变，也称作不连续相变。常见的特性有：熵不连续、有潜热。当n ≥ 1时，称作
连续相变，常见的的特性有：没有相界、没有潜热。除此以外，相变还可以根据结构和动力学机制的不同进

行分类。后面我们将看到连续相变和一级相变的区别。

3 Landau平均场理论

在轌轡轮轤轡轵提出平均场理论之前，就已经有了许多用来描述相变的理论。最为著名的就是轖轡轮 轤轥轲 轗轡轡转轳方
程

(
p + a

v2

)
(v − b) = RT。这个方程经过等面积法调整后，可以用来描述气液转变过程。但是，这些理论往往

只能描述一种或一类物质，并不具有普遍性。

3.1 理论核心

首先，我们定义一个物理量称为序参量，用来描述系统的对称性程度。序参量是对一个系统的某个物理

量的抽象概念，对于不同的系统实际描述的物理量是不同的。以铁磁系统为例，此时序参量就是这个系统的

磁矩大小。磁矩是铁磁系统每个格点自旋大小的平均，磁矩輨的绝对值輩越大，整体而言自旋越有指向性輨向上
或向下輩，也就是系统越有序。对于其它系统序参量的定义，可参考图輲中的定义。

图 2

我们把自由能写作与序参量相关的形式G(T, P, M)，并关于M作轔轡轹转软轲展开：

G(T, P, M) = G0(T, P) +
1
2

r M2 +
1
3

AM3 +
1
4

uM4 +
1
5

BM5 +
1
6
vM6 + · · · − HM

其中，H是外场大小。在热平衡的条件下，自由能为极小值，要求满足 ∂G
∂M = 0， ∂2G

∂M2 > 0。
这里，轌轡轮轤轡轵作了两个重要的假设。一是无外场，即H = 0；二是自由能有反演对称性，即G(M) =

G(−M)，容易得到所有奇次项系数为0。

3.2 M的四次项——连续相变

下面我们考虑一个具有反演对称性的、无外场、保留到M四次项的模型，自由能为：

G(T, P, M) = G0(T, P) +
1
2

r M2 +
1
4

uM4
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由于热力学稳定性要求 ∂2G
∂M2 > 0，可得u > 0，并假设u在临界点附近缓变，可以看作一个常数。定义约

化温度t ≡ (T − Tc)/Tc，Tc为临界温度，此时系数r可以写作r = r(t) =
∑∞

k=0 rk tk。当t → 0时，我们忽略二
阶及更高阶项，为了后面计算的磁化率是有物理意义的结果，因此r0 = 0。因此，r = r1t = a(T − Tc)，其

中a ≡ r1/Tc。

根据 ∂G
∂M = 0，可以解出M = 0和M = ±

√
−r/u ∝ ±|T − Tc |

1
2。对于第一个解M = 0，要求r > 0，此时温度

大于临界温度，为无序解。对于第二个解M ∝ ±|T − Tc |
1
2，要求r < 0，此时温度小于临界温度，为有序解。

图輳为序参量M关于温度T的曲线，可以看到序参量是连续变化的，因此这种相变是连续相变。

Tc
T

M

图 3

利用M的显式表达式容易得到熵S，热容cp和磁化率χ的表达式：

S = −
∂G
∂T
= S0 −

∂

∂T

[
−r M2 +

1
4

uM4
]
=

{
S0 +

a2

2u (T − Tc) ,T < Tc

S0 ,T > Tc

cp = T
∂S
∂T
=

{
Cp +

a2

2uT ,T < TC
C0 ,T > TC

χ =

(
∂2G
∂M2

)−1

=
1

r + 3uM2 =

{
1

a(T−Tc )
,T > Tc

1
2a(Tc−T ) ,T < Tc

3.3 M的六次项——一级相变

具有反演对称性的、无外场、保留到M六次项的模型，也称作轌轡轮轤轡轵輭轄轥轶软轮轳轨轩轲轥理论。与上一小节类似，
我们先写出自由能：

G(T, P, M) = G0(T, P) +
1
2

r M2 +
1
4

uM4 +
1
6
vM6

热力学稳定性要求 ∂2G
∂M2 > 0，因此v > 0，并假设v在临界点附近缓变，可以看作一个常数。此时r和u的

符号并不能确定。若u > 0，此时将回到上一小节连续相变的形式，序参量的M大小取决于r的符号。u = 0也
是类似的情况，只需对上一小节的结果中M的指数作一些修改即可。因此，我们本节讨论的是u > 0情况，并
假设为一个常数。

令 ∂G
∂M = 0，可以得到M = 0，和M2

± =
−u±
√
u2−4vr
2v 两组解。图輴是自由能与序参量，随着温度上升的变化

曲线。
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图 4

可以看到，当温度T较低时。M−的解可能并不存在，如曲线¬所示。当温度上升到临界值时，开始出

现M−的解。临界值要求M− = 0，可以解得T = Tc。

当温度继续上升，同时有M0、M−、M+三个解。根据自由能最小和稳定性原则，此时系统会倾向处

于M+解的状态，如曲线­所示。

当M0解和M+解的自由能相等时，即G(M = 0) = G (M = M+) = 0，此时来到了第二个临界温度，可
以解得T = Tt ≡ TC + 3u2/16av，如曲线®所示。如果温度继续上升，此时仍有M0、M−、M+三个解，但

是G(M = 0) < G (M = M+)，系统将从M+跃变到M0，之后会倾向处于M0解的状态，因此此时为相变点。

如果温度继续上升，如曲线¯所示，系统将从M+跃变到M0，序参量跃变量∆M ≡ M+ − M0 =
√
−3u/4v。

同时也能计算得到T = Tt时的势垒G
(
M− =

√
−u/4v

)
−G(0) = −u3/96v。由于势垒的存在，系统仍有一定的概

率处于M+的状态。

当温度上升到第三个临界点，此时M−、M+解同时消失，如曲线°所示。数学上当M±解的根号内u2 −

4vr = 0，可得T = T+ ≡ TC + u2

4av。此时系统一定处于M0的状态，因此T = T+也称为M+相的稳定极限。

可以看到，在相变点T = Tt前后，序参量会发生跃变，因此此时描述的是一级相变。

3.4 局限性

平均场理论无需考虑具体的物质，用一个简单的框架统一了连续相变和一级相变，这一切看上去都非常

完美。但是，由于涨落和关联的原因，平均场理论在临界点附近反而会出现很大的误差，此时平均场理论就

有了很大的局限性。

为了说明这一点，我们先假设临界点附近的涨落不大，根据平均场理论，我们对自由能F关于M作 轔轡轹輭
转软轲展开：

F(T,V, M) =
1
2

ˆ
d ®x

[
r M(®x)2 + K(∇M(®x))2

]
, (K > 0)

与前一小节不同的是，前面我们假设M是一个标量，这里我们认为M = M(®x)与具体位置有关。为了处

理积分中梯度的麻烦，我们对M(®x)作轆软轵轲轩轥轲变换：

M(®x) =
∑
®k

M®kei ®k · ®x

容易得到：
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F(T,V, M) =
V
2
∑
®k

��M®k ��2 r
(
1 + k2ξ2

c

)
其中ξc ≡

√
K/r =

√
K/a (T − Tc)

−1/2称作关联长度。显然，当T → Tc时，将ξc趋近于∞。但是，此时ξc的

物理意义仍不明确。

我们知道一个状态出现的几率∝ e−βF，这里我们不妨假设〈M(®x)〉 = 0，此时平衡时F = 0，因此F的大小

将表示为涨落能量的大小，涨落几率∝ e−βF。此时均方几率为：〈��M®k ��2〉 = kBT
Vr

(
1 + k2ξ2

c

)
当k → 0（长波）且当T → Tc时，均方几率趋近于∞，意味着临界点附近的长波涨落将非常大。这与我

们前面涨落不大的假设相矛盾，因此第一步轔轡轹转软轲展开的低阶项不能够被忽略，否则在临界点附近会出现很
大的误差。

我们引入关联函数：

G(−→r1 −
−→r2 ) := 〈M(−→r1 )M(−→r2 )〉 =

∑
®k

〈��M®k ��2〉 ei ®k ·(
−→r1−
−→r2) =

kBT

8πK |−→r1 −
−→r2 |

e−|
−→r1−
−→r2 |/ξc

可以看到，关联长度处于关联函数的指数的分母处，相当于一个特征量的地位。这个物理量具有长度的

量纲，因此称作特征长度，可以衡量系统关联程度大小。

为了判断平均场理论的使用范围，我们还可以引入轇轩轮轺轢轵轲轧判据，它包含两个物理量：

tG := |TG−Tc |Tc
=

(
∆cpξd0

)2/(4−d)

ξG := ξ0

(
∆cpξd0

)1/(4−d)

tG称作约化轇轩轮轺轢轵轲轧温度，ξG称作轇轩轮轺轢轵轲轧长度。当空间维度d > 4时，|t | → 0，|t |(4−d)/2 → ∞，因此平
均场理论一定成立。当d < 4时，平均场理论则不一定成立了。此时只有t � tG或ξ � ξG，平均场理论才有

效。

4 微观模型

轌轡轮轤轡轵平均场理论是将所有微观模型抽象成一个系统进行研究。除此以外，如果给定一个具体的微观模
型，我们还可以通过写出轈轡轭轩转轴软轮量，得到配分函数，进一步求得自由能，熵，热容，磁化率等我们感兴趣
的物理量。比较著名的微观模型有轉轳轩轮轧模型、轐软轴轴轳模型、轈轥轩轳轥轮轢轥轲轧模型等等，如果涉及量子效应，还有横
场轉轳轩轮轧模型、轂软轳轥輭轈轵轢轢轡轲轤模型等等。下面以轉轳轩轮轧模型为例探讨如何直接求解一些特定的微观模型。

4.1 例子：Ising模型

轉轳轩轮轧模型可以看作由一群格点组成的系统，每个格点只有朝上朝下輨輫輱輯輭輱輩两种自旋状态，系统的 轈轡轭轩转輭
轴软轮量可以写作：

H = −J
∑
〈i, j 〉

SiSj − h
∑
i

Si
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其中，〈i, j〉表示只有相邻的格点才会求和。

一般来说，轉轳轩轮轧模型有三种可能的相，分别为顺磁相、铁磁相和反铁磁相。当格点自旋的取向随机排
布，宏观上磁矩M = 0，此时为顺磁相；当格点自旋的取向全部平行排列（同上同下），此时宏观上磁矩M ,

0，为铁磁相；当格点自旋的取向反平行地排列，即相邻格点取向尽可能地相反，此时宏观上磁矩M = 0，为
反铁磁相。

当J < 0时，为使自由能最小，此时相邻格点取向尽可能地相反，为反铁磁相。当J > 0时，格点会尽可
能地取向相同，为铁磁相。

配分函数为：

Z = Tr e−H/kBT =
∑

S1=±1,S2=±1,...SN=±1
e[J(S1S2+S2S3+· · · )+h(S1+S2+· · · )]/kBT

如果J = 0，我们可以得到以下结果：

Z = 2N cosh
(

h
kBT

)N
〈Si〉 = tanh

(
h

kBT

)
≈ h/kBT

M = ngµB 〈Si〉 = ngµB tanh
(
hgµBµ0
kBT

)
≈ n (gµB )

2µ0
kBT

h

χ = M
h = n (gµB )

2µ0
kBT

可以看到，χ ∝ C/T，与平均场理论结果一致。

若J , 0，此时自旋的耦合项就比较难以解决，这时我们可以作如下近似：

H ≈ −J
∑
i

Si
∑
j

〈
Sj

〉
− h

∑
i

Si

即为假设每个格点，受到相邻格点的作用力的大小都相同，等于相邻格点的平均作用力，这种近似称为

平均场近似。忽略计算过程，我们可以得到如下结论：

〈Si〉 = tanh
(
h+Jz 〈Si 〉

kBT

)
M = M0 tanh

[
gµBµ0

(
h+ JzM

M0

)
kBT

]
对上面二式的tanh展开可得：

M
M0
≈

gµBµ0
kBT

h +
JzgµBµ0

kBT

(
M
M0

)
−

1
3

[
JzgµBµ0

kBT

(
M
M0

)]3

这与平均场理论的形式是一致的，M/M0就是其中的序参量。由于前面计算用到了平均场近似，这也

是轌轡轮轤轡轵理论称为平均场理论的原因。
相变临界点为：

Tc =
JgµBµ0

kB
z

临界点与空间维数d没有直接关系，只与配位数z有关，但z与d在几何上有一定的关系，因此临界点

与d有间接关系。
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平均场近似得到的只是近似解，一维轉轳轩轮轧模型的严格解表明一维轉轳轩轮轧模型没有相变，二维、三维及以上
才会有相变。而且低维的轉轳轩轮轧模型平均场解和数值解相差很大，但高维的时候相差很小，这是因为高维的时
候z也会较大，格点受到平均力才更加接近附近格点的作用力（类似大数定理），平均场解才会更加准确。这

也侧面验证了平均场理论只有在d > 4条件下才成立，若d < 4会由于涨落导致较大误差。
轉轳轩轮轧模型在一维情况下没有相变现象（或者说临界温度为绝对零度Tc = 0），但在二维以及更高维下有

相变现象。因此d = 1称为下临界维度，表示存在相变的最小维度。轉轳轩轮轧模型是一个离散对称模型，格点只
能取輫輱輯輭輱两个分立的值。对于连续对称模型，格点自旋可以取连续的值，可以证明二维情况下仍没有相变，
只有在三维及以上才有相变，此时连续对称模型的下临界维度为d = 2。

4.2 自发对称性破缺

有的系统具有高对称性，例如同时满足空间平移对称、空间旋转对称，而有的系统具有低对称性，例如

只满足空间平移对称性。当系统从高对称性演变到低对称性，有些对称性就会被隐藏，这样的过程称作为自

发对称性破缺。以轉轳轩轮轧模型为例，高温时系统处于无序相，磁矩M = 0，系统有Z2輨反演輩对称性，即将所有
格点自旋翻转过来，系统保持不变。低温时系统属于有序相，磁矩M , 0，此时将系统所有格点自旋翻转过
来，磁矩会反向，也就是说，此时系统失去了Z2对称性。因此，相变意味着系统发生了某种对称性的破缺。

我们常用群来描述对称性。例如描述轉轳轩轮轧模型的就是Z2群，其它的系统可以参考图輱。轉轳轩轮轧模型中格点
自旋的取值是分立的，描述对称性的Z2群也是离散群。如果格点自旋的取值是连续的，例如轈轥轩轳轥轮轢轥轲轧模型，
那么描述对称性的群也会是一个连续群（李群），两者是一一对应的。

5 重整化理论

轌轡轮轤轡轵平均场理论在临界点附近有很大的误差，这是因为它假设自由能是序参量的解析函数，但临界点
附近热力学量的奇异性与之矛盾，另一方面平均场理论忽略了涨落。因此，临界点附近的相变动力学机制，

往往用重整化理论来进行描述。

5.1 临界指数与标度律

临界点附近的行为，或临界现象，无论是连续相变还是一级相变，往往都是发散的。为了处理临界点附

近的发散行为，我们引入了临界指数ε，其定义如下：

ε = lim
x→0+

ln ϕ(x)
ln x

这里我们假设临界点为x = 0，ϕ是我们关心的物理量。此时ϕ(x > 0) ∼ xε。

当ϕ取为热容c，磁矩M，磁化率χ，关联函数G(r)，关联长度ξc，可以得到我们比较关心的有六个临界

指数α，β，γ，η，ν，δ，它们的定义如下：
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c ∝

{
(T − TC)−α , (T > TC)

(TC − T)−α
′

, (T < TC)

M ∝ (T − TC)β , (T < TC)

χ ∝

{
(T − TC)−γ , (T > TC)

(TC − T)−γ
′

, (T < TC)

G(r) ∝ r−(d+η−2),
(
r →∞,T = T±C

)
ξc ∝

{
(T − TC)−ν , (T > TC)

(TC − T)−ν
′

, (T < TC)

H ∝ Mδ, (T = TC)

其中，d为空间维度。可以证明，α = α′，γ = γ′，ν = ν′。

除此以外，这些标度指数并不是完全独立的，他们满足以下的标度律：

α + 2β + γ = 2
γ = v(2 − η)
βδ = β + γ

α = 2 − dv, (d ≤ 4)

也就是说，六个标度指数只有两个是独立的。这些标度律的不等式形式可以从热力学中得到，但在数值

上实际是相等的（也就是说不等号实际是等号）。

得到这些临界指数最简单的方法就是用平均场理论求解，除此以外我们还可以用重整化理论得到。

5.2 重整化

标度变换，就是对系统尺寸进行放大缩小的操作。而标度不变性，是指在标度变换下保持不变的物理

性质。图輵就是一个典型例子，如果我们把每四个自旋格点看作是一个大自旋块，这些大自旋快的自旋取
决于块内小自旋的方向，这相当于一种缩小操作。如果小自旋格点数量为N，大自旋块数量为N ′，他们满

足N ′ = L−dN。其中d是空间维度，L是缩放的比例因子，这个例子中d = 2，L = 2。经过这样的“缩小”变
换后，由大自旋块组成的系统和小自旋组成的系统，在宏观上并没有什么不同，这就是标度不变性。

图 5

而重整化理论的核心思想是，在临界点附近，涨落非常大，关联长度ξc趋于∞，因此即使在临界点附近

进行标度变换，关联长度的变化ξ
′

c = L−1ξc，与我们所观测的尺度相比，几乎可以忽略不计。也就是说，在

临界点附近，系统有标度不变性。

假设系统的轈轡轭轩转轴软轮量与参数矢量K相关（其基矢可能是温度t，外场h或其它参数），经过一次格点自

旋→大块自旋的变换后，有：
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K′ = T(K)

这称作重整化变换，或粗粒化。这就可能存在一种情况，K∗ = T(K∗)，即使经过无数次的变换，参
数K∗仍保持不变，此时K∗称作不动点。在不动点上，每经过一次变换，关联长度ξc都会变小，除非在参
数K∗下，系统处于临界点，ξc → ∞，也就是说，不动点一定是临界点。除此以外，也可能有一些点K在
经过这样的变换后，到达点K∗，这就要求关联函数在点K同样是趋于∞。所有的点K组成一个曲面，曲面
上ξc → ∞，这个曲面称作为临界面。面上的每一个点，对应不同系统的临界点，而且在连续的重整化变换

下，会不断地流向不动点K∗。
为了探究不动点K∗的性质，我们可以考虑不动点附近的无穷小偏离，重整化变换前：K = K∗ + δK，重

整化变换后：K′ = K∗ + δK′，满足K∗ = T(K∗)，K′ = T(K)。容易得到，δK′ = AδK，A是轊轡轣软轢轩矩阵，其本征
值和本征矢满足A®e1 = λ1 ®e1，A®e2 = λ2 ®e2。不妨对δK关于{ ®ei}展开，即：δK = δu1 ®e1 + δu2 ®e2。有輺

δK′(n) = A(n)δK = λn1 δu1 ®e1 + λ
n
2 δu2 ®e2

显然λi的大小不同，就有可能存在不同的情况。如果λi > 1，δui将会不断变大，驱使系统远离这个不动

点，这会导致这个不动点是不稳定的，因此被称作为相关量。如果λi < 1，δui会不断变小，显得越来越不

重要，因此被称作为无关量。在不断的重整化变换下，此时系统将会趋于不动点。而前面介绍说临界面上的

所有点都是趋于不动点的，说明临界面上所有点的相关量都等于零，均由无关量组成。如果λi = 0，在变换
下δui保持不变，对系统没有影响，因此被称作边际量。

有时，λi也常写作λi = Lyi，L是系统的尺度大小。

5.3 标度理论

历史上标度理论的提出要早于重整化理论，在标度假设下可以导出标度律。后来重整化理论进一步完善

了标度理论。

标度理论中有一个重要的假设，即在临界点附近，标度变换前后的自由能保持一致，即N ′F(t ′, h′) =

NF(t, h)，因此有：

F(t, h) = L−dF(t ′, h′) = L−dF(Lxt, Lyh)

上式也可以通过重整化理论中，配分函数在标度变换前后保持不变的性质，推导出来。注意，这里的

自由能默认是指代其奇异的部分，因此省略了下标s。t ′和h′是标度变换后的温度和外场，此时x和y仍是未知

的。

磁矩M = − ∂F∂h ∝ L−d+yFh (Lxt, Lyh)，令L = t−1/x，h = 0，这一步相当于将系统趋近于临界点，容易得
到M = t(d−y)/xFh(1, 0) ∝ t(d−y)。对比前面临界指数可以得到：β = (d − y)/x。

类似地，可以得到α = (2x − d)/x，γ = (2y − d)/x，δ = y/(d − y)。将临界指数进行简单组合，容易得到

标度律：α + 2β + γ = 2，β + γ = βδ。

5.4 有限尺度标度理论

前面我们所讨论的内容，都是在热力学极限的条件下，系统尺寸远大于关联长度的大小。但实际热力学

系统尺寸终究是有限的，因此在实验上只需系统尺寸大于关联长度几倍，我们就可以认为满足热力学极限。
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但是，在临界点附近关联长度趋于∞，此时热力学极限不再成立，系统尺寸不能看作是无穷大，因此上一小

节中，L →∞的操作就不再成立，这时候我们需要探讨在L有限的情况下，结果会有什么变化。

这里我们省略了计算步骤，直接给出一些结论。此时磁化率χ和热容c可以表示为：

χ(t, h) = Lγ/v χL
(
tL1/v

)
∝ Lγ/v

c (t, h) = Lα/νcL
(
tL1/v

)
∝ Lα/ν

此时，只要在实验上得到磁化率輨或热容輩与温度的关系曲线，就能够求得系统的临界指数了。

6 标度性与普适性

标度性，或标度不变性，是相变的一个重要的特征，如果我们把前面自由能的表达式简化为： f (λx) =

λ−∆ f (x)，容易得到y = f (x) = x−∆，或ln y = −∆ ln x，∆就是临界指数。也就是说，标度性还可以表述成：两

个量的对数值呈线性关系。事实上，我们生活中还有许多标度性的例子，例如几何的分形，海岸线的边界等

等，当我们对这些图形放大缩小时，形状并没有发生变化，这与相变的标度变换是一样的。

在重整化群理论中还有一个重要的概念——普适类。前面介绍过临界面上的每一个都代表不同的系统，

而这些点最终都会流向同一个不动点，因此我们说这些系统都属于同一个普适类。同一个普适类的临界指

数都是相同的，因此他们的临界行为也是相似的。图輶展示了不同的系统遵守同一个临界行为的情形。而且，
在实验的基础上，还有一个普适性假设：只有空间维数d和序参量维数n决定体系的临界行为。也就是说，只

要d和n相同，那么这些系统均属于同一个普适类，这与具体物质，具体相互作用无关。这将大大简化我们对

不同系统的临界行为的研究。我们只需研究普适类中的某一种系统，那么普适类中所有的系统的临界行为都

是已知的，这就是所谓普适性。

图 6

7 总结

相变与临界现象是上个世纪热门研究方向之一，一方面是因为相变竟然有如此神奇的标度性和普适性，

另一方面相变在日常生活中几乎无处不在，研究相变有重要的意义。本学期主要学习了研究相变的两大工

具，轌轡轮轤轡轵平均场理论和重整化理论，这两个理论都有其各自的使用范围。如今相变理论也在快速发展中，
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例如课堂上介绍的Φ3理论的变温一级相变，等等。而且相变与其他学科也有重要的联系，例如凝聚态物理，

材料科学，生物物理，这意味着相变将会在未来科学研究中充当越来越重要的角色。
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